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摘　要 　为克服拟 Shannon小波变换边界效应明显 ,导致计算精度下降的缺点 ,根据插值小波的概念构造了拟

Shannon区间小波 ,给出了在对连续函数进行数值逼近时 ,配置点参数 j = 4 ,5时的数值计算结果。随着 j 的增大

x = 0处的误差越来越突出 ,且逼近精度越来越高 ,而边界处的逼近误差并不大 ,即使 j = 4时 ,边界处也没有明显的

震荡现象。与拟 Shannon小波相比 ,拟 Shannon区间小波不仅精确度更高 ,而且能有效消除边界效应。
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Abstract　The quasi2Shannon wavelet has explicit boundary effect which res ults in poor calculation accuracy. A quasi2
Shannon interval wavelet is constructed bas ed on the concept of interpolation wavelet to overcome that shortcoming.

The quasi2Shannon wavelet s cale function and the quasi2Shannon interval wavelet s cale function were both us ed to sim2
ulate a continuous function f ( x) . The zero continuation method was us ed in the simulation and the value of collocate

point p arameter j was sp ecified as 4 and 5 . With the increasing of p arameter j , the error at x = 0 becomes more and

more outs tanding relative to that at other points , and the numerical precision becomes higher in whole s olution domain.

It is inspiring that the error is smaller and the Gibbs phenomenon is weaker near the boundary even as j = 4. The com2
p aris on of the simulation res ults and corresponding error indicates the quasi2Shannon interval wavelet can eliminate the

boundary effect effectively and have higher calculation exactness than the quasi2Shannon wavelet .
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　　尽管 Shannon小波具有插值性、连续性、正交性

等良好特性 ,但由于其不具有紧支撑性 ,所以目前应

用较少[1 ]。拟 Shannon 小波[2 ]改善了其紧支撑性 ,

基本满足了信号处理、数值计算的要求 ,但和其他小

波一样 ,小波变换定义在双边无限的开区间上 ,对有

限长度的离散数据进行变换时 ,必须对其进行处理

才能保证原始数据精确恢复。常用的处理方法是对

有限长数据进行周期延拓、零延拓或对折延拓。除

针对周期信号的周期延拓比较成功外 ,其他处理方

法均会造成小波分解系数加长以及产生边界效应。

区间小波概念提出前 ,求解偏微分方程的小波配置

法采用了零延拓的处理方法 ,边界效应体现为在边

界处的小波系数的绝对值非常大 ,其结果是导致边

界处的计算误差加大 ;因此 ,近年来区间小波的研究

异常活跃[3 ]。本研究的目的是构造拟 Shannon区间

小波 ,并比较其与拟 Shannon小波的性质 ,其优越性

通过函数逼近得以体现。
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1　拟 Shannon区间小波的构造

111　Deslauriers2dubuc插值滤波器[3～6 ]

假定连续函数 f ( x ) 在离散点集 (又称模板)

{ x 0 , x 1 , ⋯, x n} , x i ≠x j 上值为{ f ( x 0) , f ( x 1) ,

⋯, f ( x n) } ,通过 n 次多项式 ∑
n

l = 0
al x

l 插值估计函

数在 x ( x ≠x i , i = 0 ,1 , ⋯, n)的值 f ( x ) ,该逐点多

项式插值问题可描述如下 :

∑
n

l = 0
al x

l
k = f ( x k) , k = 0 ,1 ,2 , ⋯, n

f ( x ) = ∑
n

l = 0

al x
l

(1)

式 (1)等价于

f ( x ) = [1 , x , x 2 , ⋯, x n ] A - 1 [ f ( x 0) ,

f ( x 1) , ⋯, f ( x n) ] T (2)

矩阵 A的元素为 A ( p , s) = xs
p ; p , s = 0 ,1 ,2 , ⋯, n ,

f ( x )表示估计值。式 (2)表明 , f ( x )估计值等于模

板点函数值{ f ( x 0 ) , f ( x 1 ) , ⋯, f ( x n ) }的线性组

合 ,组合系数由 Lagrange插值公式得到

h ( x , k) = ∏
n

l = 0 , l≠k

x l - x

x l - x k
　k = 0 ,1 ,2 , ⋯, n (3)

从式 (3)可以看出 ,组合系数 h ( x , k)只依赖于模板

和插值点之间的相对位置 ,组合系数对坐标的平移

和伸缩是不变的。此外 ,它的估计精度是 n + 1 阶

的 ,即对任意一个次数不超过 n 次的多项式 ,估计

是精确的。

当数据是均匀采样时 ,比如 ,已知函数在二进有

理点{ j/ 2 N , j ∈Z}的值 ,通过固定模板估计二进有

理点
j

2 N +
1

2 N + 1 , j ∈Z 处的函数值 ,相应的组合系

数是一个不依赖于 N 和 j ,仅依赖于插值模板的平

移不变滤波器 ,称这样的滤波器为 Deslauriers2
Dubuc插值滤波器。

112　拟 Shannon区间小波的构造

文献[2 ]证明了一般插值滤波器可以表示为基

于多项式插值的 Deslauriers2dubuc插值滤波器的线

性组合 ,因此可以对小波基函数φjk ( x )做如下改

造[5 ] :

引入 Lagrange多项式 l1
jk和 l2

jk

l1
jk = ∏

L

i = 0
i≠k

x - x ji

x jk - x ji

l2
jk = ∏

2
j

i = 2
j
- L

i≠k

x - x ji

x jk - x ji

(4)

然后定义外推权重系数

ank = l1
jk ( x jn)

bnk = l2
jk ( x jn)

(5)

则区间上的插值基函数可表示为

φjk =φ(2 j x - k) + ∑
- 1

n = - N +1

ankφ(2 j x - n) ,

　　k = 0 , ⋯, L

φjk =φ(2 j x - k) , k = L + 1 , ⋯,2 j - L - 1

φjk =φ(2 j x - k) + ∑
2

j
+ N - 1

n = 2
j
+1

bnkφ(2 j x - n) ,

　　k = 2 j - L , ⋯,2 j

(6)

式中 : L ≥R , R 为小波基函数的 HÊlder 连续指数

(对拟 Shannon 小波来说 , L 取 1 效果较好) , N 为

小波函数的支撑区间 ,即 suppφ= [ - N , N ]。

不难看出 ,拟 Shannon区间尺度函数 (式 (6) )是

拟 Shannon尺度函数φjk ( x )的线性组合 ,因此 ,该

拟 Shannon区间尺度函数具有拟 Shannon尺度函数

φjk ( x )的所有性质。

2　拟 Shannon 区间小波在数值逼近中的应

用

211　区间小波对 Sobolev 空间内函数逼近的基本

原理

定义拟 Shannon区间小波对应的尺度函数空间

为

V j = span〈φjk , k = 0 , ⋯,2 j〉< L 2 ( a , b) (7)

由于区间尺度函数 φjk ( x ) 具有插值特性 , 即

φjk ( n2 - j) =δnk ,所以定义插值算子 I j∶C
0 ( a , b) →

V j为

I jf = ∑
2

j

k = 0
f ( x jk)φjk 　x jk = k2 - j (8)

其误差估计由定理 1给出。

定理 1　令 1 ≤s ≤2 M - 1 ( M 为小波消失矩的阶

数) ,如果函数 f ∈HL + 1 ( a , b) ,则

‖f - I jf ‖s , ( a , b) ≤2 - j ( L + 1 - s) | f | L + 1 , ( a , b) (9)
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212　拟 Shannon区间小波与拟 Shannon 小波对函

数的逼近精度

给定函数 (图 1)

f ( x ) =
x - 015≤x ≤0

01125 x 0 < x ≤015

分别用拟 Shannon尺度函数和拟 Shannon区间尺度

函数作为基函数对其进行逼近 ,结果见图 2。由图 2

不难看出 ,随着 j 的增大 (即配置点数量的增加) ,对

给定函数光滑部分的逼近精度越来越高 ,而边界处

的逼近误差并没有减小。也就是说 ,随着 j 的增大 ,

边界附近出现振荡的范围越来越窄 ,但振荡幅度没

有明显的改变。这是因为在配置法中 ,用小波函数

作为基函数对给定函数逼近时 ,对给定函数采用了

零延拓的措施 ,即在本例中认为 ,当 x < - 015 或

x > 015时 f ( x ) = 0 ,而根据函数 f ( x )的定义可知 ,

f ( - 015) = - 015 , f (015) = - 01062 5 ,所以延拓后

的 f ( x )在边界处是不连续的 (图 1 (b) ) 。由图 2还

可看出 ,随着 j 的增大 , x = 0 处 (函数突变处)的误

差越来越突出 ,且逼近精度越来越高 ,而边界处的逼

近误差并不大 ,即使是 j = 4 时 ,边界处也没有明显

的振荡现象。这充分表明了拟 Shannon区间尺度函

数对有限长连续信号逼近的优异性能。

图 1　拟定函数图像

Fig. 1　Graph of the given function f ( x)
　

(a) 拟 Shannon小波逼近函数 (b) 拟 Shannon区间小波逼近函数

　　　　　　(c) 拟 Shannon小波逼近函数误差 (d) 拟 Shannon区间小波逼近函数误差

图 221　拟 Shannon小波逼近函数和拟 Shannon区间小波逼近函数图像
Fig. 221　Approximation functions and corresponding errors of quasi2Shannon wavelet and

quasi2Shannon interval wavelet
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(g) 拟 Shannon小波逼近函数误差 (h) 拟 Shannon区间小波逼近函数误差

图 222　拟 Shannon小波逼近函数和拟 Shannon区间小波逼近函数图像
Fig. 222　Approximation functions and corresponding errors of quasi2Shannon wavelet and

quasi2Shannon interval wavelet
　

(e) 拟 Shannon小波逼近函数 (f) 拟 Shannon区间小波逼近函数

3　结束语

拟 Shannon小波具有正交性、插值性、紧支撑

性、连续性等良好特性 ,同时具有解析表达式 ,因此

适合于与现有的数值方法结合构造自适应小波数值

方法 ,如小波有限元法、小波配点法、小波 Galerkin

法等。和其他小波一样 ,小波变换的边界效应影响

了小波数值方法的计算精度。本文中构造的拟

Shannon区间小波可有效消除拟 Shannon小波变换

的边界效应 ,改善小波数值方法的计算精度。数值

算例表明了区间小波的有效性。
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