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摘　要　CF2PCG 算法是牛顿法和预优共轭梯度法结合起来解牛顿方程的一种非精确牛顿法。笔者将自动微

分技术应用到该算法中, 并证明应用自动微分技术的 CF2PCG 方法具有更高的效率。
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Abstract 　N ew ton2PCG m ethod is an inexact N ew ton2like m ethod. It is an o rgan ic

com b inat ion of N ew ton’s m ethod and p recondit ioned con jugate gradien t m ethod. A u tom atic

d ifferen t ia t ion m ethod are app lied in th is a lgo rithm , it has been show n that CF2PCG m ethod

app ling au tom atic d ifferen t ia t ion techn iques is mo re eff icien t than the o rig inal CF2PCG

m ethod u sing sym bo lic d ifferen t ia t ion m ethod.
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牛顿法是非线性优化中最基础的算法之一, 许多非精确牛顿法的出现从不同角度改进了

牛顿法。邓乃扬在文献[ 1 ], [ 2 ]中提出了一类既保持牛顿法的收敛速度又降低计算成本的改进

的非精确牛顿法。该算法的基本结构是先进行一个精确牛顿步, 即利用Cho lesky 分解去解牛

顿方程, 简称CF 步; 接着进行 p 个 PCG 步, 即进行 p 次预优共轭梯度算法解牛顿方程。自动

微分技术可降低计算成本, 因而可用来改进算法。

1　应用自动微分技术的 CF-PCG 方法

111　关于自动微分

考虑函数 f (x )∶Rn→R, 其梯度和H essian 矩阵分别用 g (x ) , G (x )表示, 种子向量用 x
·表

示。

算法AD　给定初始点 x 和种子向量 x
·

, 下面步骤可以得到 f (x ) , g (x ) , G (x ) x
·

第 1 步　使用链式规则得到 f (x ) ;



第 2 步　利用逆向规则计算函数梯度 g (x ) ;

第 3 步　令 F (x ) = {f (x ) , g (x ) }∶Rn→Rn+ 1, 对 F (x )再次使用顺向规则便得到G (x ) x
·。

说明: 可以在第 2 步与第 3 步之间设置 2 个开关, 当仅需要g (x )时, 输出 g (x )而不继续第

3 步; 当需计算G (x ) 时, 可以分别取 x
·= e1, e2, ⋯, en , 并输出G (x ) , 其中 e1, e2, ⋯, en 为单位矩

阵 I n 的行向量[3 ]。

定理 1　若通过算法AD 计算函数 f (x )的梯度 g (x )及H essian 矩阵G (x ) , 则

Q {f (x ) , g (x ) , G (x ) x
·}≤10Q {f (x ) }

Q {f (x ) , g (x ) , G (x ) }≤ (4+ 6n)Q {f (x ) }

其中Q 表示相应的计算成本。

112　关于CF-PCG 算法

考虑无约束优化问题

m in
x∈Rn

f (x ) (1)

其中 x ∈Rn; f ∶Rn→R 是一个连续可微函数, 且满足假设:

A 1　问题 (1)有一个最优解 x
3 , 且H essian 矩阵G (x

3 )对称正定;

A 2　存在 Θ> 0, H essian 矩阵G (z )是L ip sch its 连续的。

用算法 PCG (C ,A , b, l, e)解线性方程组

A s= b

其中: C 是预优阵, l 是最大子迭代次数, e 是终止条件指数。

算法 PCG (C ,A , b, l, e)

1)数据初始化。置 s0= 0, r0= b, i= 1。

2)终止试验。如果

ú r i- 1ú≤úbú 1+ e或 i- 1= l

转步 4)。

3)子迭代。a1 置 z = C r i- 1, ti- 1= z
T

r i- 1; b1 若 i= 1, 则 Β= 0, q= z ; 否则 Β= ti- 1öti- 2, q= z +

Βq; c1 置 si= si- 1+ Αq, 其中 Α= ti- 1ö(q
T Ξ) , Ξ= A q; d1 置 r i= ri- 1- ΑΞ。

4)置 i= i+ 1, 转步 2)。

5)置 s
～

= si- 1。

基于算法 PCG (C ,A , b, l, e)所建立起来的算法模型CFPCG (õ)包含参数 p 和 Ρ, 其中 p 是

一个CF 步后跟的 PCG 步数, Ρ是 p 个 PCG 步总的子迭代次数。本文中只考虑其中之一, 参数

p 和 Ρ是如下一维最优化问题的解。

m ax
Ρ∈z

v (p (Ρ) , Ρ) =
ln (2+ Ρ)

(4+ 6n+ 4p (Ρ) + 6Ρ)Q f + Q D + ΡQ I

(2)

其中: Ρ∈N ,N 表示全体非负整数集合; p (Ρ) = ln (2+ Ρ) öln2- 1 , 表示取不小于 ln (2+ Ρ) ö

ln2- 1 的最小整数; Q f 表示函数 f (x )的计算量; Q D 和Q I 分别满足

Q D = 1ö6n
3+ 3ö2n

2- 2ö3n ,Q I= n
2+ 6n+ 2

算法CFPCG (Ρ)

初始步。选取初始点 x
0∈Rn , 置 k = 0, 计算 p = ln (2+ Ρ) öln2- 1 。如果 p > 1, 置 l1= 21,
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l2= 22, ⋯, lp - 1= 2p - 1, lp = Ρ- 2p + 2。

第 1 步　终止试验。若úg (x
k ) ú= 0, 结束;

第 2 步　转换试验。若 k 能被 p + 1 整除, 转第 3 步; 否则, 转第 4 步;

第 3 步　精确牛顿步 (CF)。解牛顿方程

G (x
k ) s= - g (x

k ) (3)

利用Cho lesky 分解G (x
k ) = L kD kL

T
k , 置m = 0, 转第 5 步。

第 4 步　非精确牛顿步 (PCG)。对牛顿方程求近似解 s
k。置B

k = B
k- 1,m = m + 1, 执行 PCG

( (B k ) - 1, G (x
k ) , g (x

k ) , lm , 1+ lm ö2m )。置 s
k= s

～
。

第 5 步　置 x
k+ 1= x

k + s
k , k = k + 1, 转第一步。

2　效率分析

算法CFPCG (Ρ) 在传统微分方法下的收敛性分析在文献[ 1 ]和[ 2 ]中已经给出, 应用自动

微分技术的算法CFPCG (Ρ)也有同样的结论。解一维优化问题式 (2)是为了得到最优的效率下

界 v (Ρ3 )。用Q f 表示函数 f (x ) 的计算量,Q g 表示函数梯度计算量, 并由定理 1 得到H essian

矩阵和梯度计算量Q Hg = (4+ 6n)Q f , 单独梯度Q g = 4Q f。H essian 矩阵与向量的乘积为 10Q f ,

若 p 个 PCG 步共包含 Ρ次子迭代, 则 p 个 PCG 步中H essian 矩阵与向量的乘积 (包含梯度)

的计算量为 (4+ 6l)Q f , 其中Q D 为所需的工作量,Q I 是 PCG 子迭代的算术计算量。

自动微分下, (4+ 6n+ 4p + 6Ρ)Q f + Q D + ΡQ I 实际上是算法CF2PCG (Ρ) 执行一段 (1CF +

p PCG) 的计算量, 而在符号微分下执行一段的计算量为 1ö2 (n2+ 3n) (p + 1)Q f + Q D + Ρ(Q I+

n
2) , 因此, 应用自动微分技术可使算法的效率提高。

定义 1　相对效率: 设算法CFPCG (Ρ) 的最优效率下界为 v (Ρ3 ) (下称为效率) , u=
def

ln2ö

Q CF表示牛顿法的效率, 其中Q CF为一步牛顿法所需的工作量, 则算法CF2PCG 相对于牛顿法

的相对效率 Γ为

Γ=
v (Ρ3 )

u
(4)

定理 2　假定在符号微分下,Q g = nQ f ,Q H = 1ö2 (n
2+ 3n)Q f , Γ由定义 1 给出, n≥63, 则

ΓAD > ΓSD

为证明定理 2, 先给出以下引理。

引理 1　算法CFPCG (Ρ)的最优化问题式 (2)的全局解 Ρ3 与 p
3 满足

Ρ3 öp
3 ≤nö6 (5)

并且相应于符号微分式 (5)成立。

证明　p
3 , Ρ3 是优化问题式 (2)的全局最优解, 且 Ρ3 ∈[ 2p 3

- 1, 2p 3 + 1- 2 ], 可分以下 2 种

情况进行讨论。

1)当 Ρ3 ∈ (2p 3
- 1, 2p 3 + 1- 2 ]时, 有

v (p
3 , Ρ3 - 1)≤v (p

3 , Ρ3 ) (6)

将式 (6)代入式 (2)得

ln (2+ Ρ3 )
ln [ (2+ Ρ3 ) ö(1+ Ρ3 ) ]

- Ρ3 <
Q D + (4+ 6n)Q f

Q I+ 6Q f
+

4p 3 Q f

Q I+ 6Q f
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又据

Q D + (4+ 6n)Q f

Q I+ 6Q f
+

4p 3 Q f

Q I+ 6Q f
< n+

2
3 p

3

得

ln (2+ Ρ3 )
ln [ (2+ Ρ3 ) ö(1+ Ρ3 ) ]

- Ρ3 < n+
2
3 p

3

令

j (x ) = (2+ x ) [ ln (2+ x ) - ln (1+ x ) ]

由 x > 0 时, j (x ) < 0, j (0) = 2ln2 及 j (+ ∞) = 1 得

(2+ Ρ3 ) ln
2+ Ρ3

1+ Ρ3 ≤2ln2

从而

ln (2+ Ρ3 )
ln [ (2+ Ρ3 ) ö(1+ Ρ3 ) ]

- Ρ3 >
(2+ Ρ3 ) ln (2+ Ρ3 )

2ln2
- Ρ3

故

017 (2+ Ρ3 ) ln (2+ Ρ3 ) - Ρ3 < n+
2
3 p

3

由于 Ρ3 > 52 时, ln (2+ Ρ3 ) > 4, p
3 ≥5 及 p

3 < 2ln (2+ Ρ3 ) , 从而 Ρ3 < 5nö9; 所以当 Ρ3 > 52 时

有 Ρ3 öp
3 < nö6。

又当 Ρ3 ≤52 时, 由于m ax {Ρ3 öp
3 û Ρ3 = 1, 2, ⋯, 52}≤1014, 故当 n≥63 时, Ρ3 öp

3 ≤

1014< nö6

2)当 Ρ3 = 2p 3
- 1 时, 有

v (p
3 - 1, Ρ3 - 1)≤v (p

3 , Ρ3 ) (7)

将式 (7)代入式 (2)中有

ln (2+ Ρ3 )
ln [ (2+ Ρ3 ) ö(1+ Ρ3 ) ]

- Ρ3 <
Q D + (4+ 6n)Q f

Q I+ 10Q f
+

4 (p 3 - Ρ3 )Q f

Q I+ 10Q f
<

2
3 n

以下证明同 1)。

对于符号微分时的情形, 证明类似。

引理 2　设 n , l 均为自然数且 1≤ l≤nö6, Q D = 1ö6n
3 + 3ö2n

2 - 2ö3n , Q f 是 f (x ) 的计算

量, 则下列不等式成立:

1ö2 (n2+ 3n)Q f + Q D

(6n+ 4)Q f + Q D
<

1ö2 (n2+ 3n)Q f + l (2n2+ 6n+ 2)
(6l+ 4)Q f + l (n2+ 6n+ 2)

(8)

证明　令

<(x ) =
1ö2 (n2+ 3n) x + l (2n2+ 6n+ 2)

(6l+ 4) x + l (n2+ 6n+ 2) -
1ö2 (n2+ 3n) x + Q D

(6n+ 4) x + Q D

易证 <(0) > 0, <(+ ∞) > 0, 如果由 <′(x ) = 0 求得的解 x ′< 0, 则说明 <(x ) 在 (0, + ∞) 无

极值点, 故式 (8)成立。

由 <′(x ′) = 0 得

{6n+ 4- (6 l+ 4) [n tö(6 l) ]1ö2}x ′= l (n
2+ 6n+ 2) [n tö(6l) ]1ö2- Q D (9)
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其中

t=
def n4- 93n2- 36n+ 32

n4+ 9n3- 24ln2+ 4n2- 72ln- 42n- 24l- 16

则由 l< nö6 得 t≤1, (6n+ 4) (6l+ 4) > (n+ 1) ( l+ 1) > nö(6l)≥[n tö(6l) ]1ö2。故

6n+ 4- (6 l+ 4) [n tö(6l) ]1ö2> 0 (10)

由 t≤1 及 n≥6 得 l (n
2+ 6n+ 2) [n tö(6l) ]1ö2- Q D < 0, 结合式 (9)和 (10)得 x ′< 0。

引理 3　对由一维最优化问题式 (2) 得到的算法CFPCG (Ρ) , 由于 p = ln (2+ Ρ) öln2-

1 > 0, 故

Q C
SD

Q C
AD

<
Q P

SD

Q P
SD

(11)

式 (11)中Q 表示计算量, 下标表示微分方法, 上标表示所采用的迭代方法。

证明　引理 3 实际上给出的是 p = 1 时的情形, p > 1 时可类似地证明, 不过其中的 l 换为

Ρ3 öp
3 , 且由引理 1 知 Ρ3 öp

3 < nö6 满足条件, 故引理 3 结论成立。

定理 2 的证明　由引理 3 得

Q C
SD

Q C
AD

<
Q C

AD + Q P
SD

Q C
AD + Q P

A D
=

Q CP
SD

Q CP
AD

(12)

令 (p
3
SD , Ρ3

SD ) , (p
3
AD , Ρ3

AD ) 分别为CFPCG (Ρ) 在符号微分和自动微分下的一维优化问题的解, 由

引理 1, 它们均满足 Ρ3 öp
3 < nö6。

由此, 由式 (12)得

ln (2+ Ρ3
SD ) öQ CP

SD (Ρ3
SD )

ln2öQ C
SD

<
ln (2+ Ρ3

SD ) öQ CP
AD (Ρ3

SD )
ln2öQ C

AD
≤

ln (2+ Ρ3
AD ) öQ CP

AD (Ρ3
AD )

ln2öQ C
AD

记 ΓAD = ΓAD (p
3
AD , Ρ3

AD ) , ΓSD = ΓSD (p
3
SD , Ρ3

SD ) , 则

ΓAD

ΓSD
≥

ΓAD (p 3
AD , Ρ3

AD )
ΓSD (p 3

SD , Ρ3
SD ) > 1

证毕。

本研究是在邓乃扬教授的指导下完成的, 特此致谢。
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